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(Представлено .научным семинаром кафедры сопротивления материалов)
Д ля теоретического предсказания опасности разруш ения хрупких  
материалов при различных напряженных состояниях известен целый 
(ряд предложений, начиная с „классических теорий прочности“ и кончая 
теориями, предложенными в последнее время [1, 2, 3, 4]. О бзору  и 
критике различных теорий посвящен ряд обстоятельных работ [1, 2, 
3, 10] и в их дополнительном анализе вряд ли есть настоятельная 
потребность. Достаточно будет  отметить лишь основные недостатки  
теорий.
Реш ающ им обстоятельством, ставящим под сомнение надежность  
ряда теорий, является значительное несоответствие теоретической  
прочности хрупких материалов данным экспериментальной проверки  
I i]-  Значение некоторых теорий сущ ественно умаляется узкими ди а­
пазонами напряженных состояний, надеж но характеризуемых теориями. 
Возмож ность применения некоторых теорий (теория предельной оги­
баю щ ей  Мора [9], теория Ягн [2]) ограничена необходим остью  по­
становки серии предварительных опытов, реализую щ их целый ряд 
•напряженных состояний. Принимая во внимание также ряд недостат­
ков со стороны физического смысла и удобства практического при­
менения, следует  признать, что задача установления равноопасных 
условий при различных напряженных состояниях не является пол­
ностью, или хотя бы в достаточной мере, решаемой какой-либо т е о ­
рией. Отсюда следует  необходим ость дальнейш их изысканий в теории  
прочности хрупких материалов.
Сравнение различных теорий и оценка логичности их математичес­
кой формулировки производится обычно на основе геометрической  
интерпретации теорий. В ортогональной системе координат, по осям  
которой отложены  главные напряжения O1, а2, а3, каждая теория о т о ­
бражается некоторой соответствующ ей ей, формой поверхности. 
Координаты точек, расположенных на этой поверхности, определяют  
соотнош ения напряжений в равноопасных состояниях.
Основные наблюдения над поведением хрупких материалов и с о ­
ображ ения логического характера позволяют очертить примерную  
ф орму предельной поверхности. Равноправность осей главных напря­
жений для изотропных материалов определяет симметрию поверхности  
прочности относительно оси, равнонаклоненной к осям O1, а2, а3 и про­
ходящ ей через начало координат. Д опускаемая возможность разр уш е­
ния при трехстороннем равномерном растяжении требует замкнутости
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п р е д е л ь н о й  п о в е р х н о с т и  с о  с т о р о н ы  п о л о ж и т е л ь н о г о  о к т а н т а  и ,  н а о б о ­
р о т ,  п о в е р х н о с т ь  м о ж е т  б ы т ь  н е з а м к н у т о й  с о  с т о р о н ы  о т р и ц а т е л ь н о г о  
о к т а н т а ,  т а к  к а к  х р у п к и е  м а т е р и а л ы  с п о с о б н ы  в ы д е р ж и в а т ь  д о в о л ь н о  в ы ­
с о к и е  г и д р о с т а т и ч е с к и е  д а в л е н и я .  В ы с о к а я  с о п р о т и в л я е м о с т ь  х р у п к и х  
м а т е р и а л о в  с ж а т и ю  и  н и з к а я  с о п р о т и в л я е м о с т ь  р а с т я ж е н и ю  п р е д о п р е ­
д е л я е т  у ш и р е н и е  п о в е р х н о с т и  в  с т о р о н у  о т р и ц а т е л ь н о г о  о к т а н т а .  П о с ­
л е д н е е  о б с т о я т е л ь с т в о  о б ы ч н о  н а х о д и т  а н а л и т и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е  в  
т е о р и я х  в  з а в и с и м о с т и  ф у н к ц и и ,  о п р е д е л я ю щ е й  п р е д е л ь н о е  с о с т о я н и е  
о т  л и н е й н о г о  и н в а р и а н т а  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й .  Н е п р е р ы в н о с т ь  и з м е н е ­
н и я  н а п р я ж е н и й  + ,  + ,  а 3 п о з в о л я е т  о ж и д а т ь ,  ч т о  у с л о в и е  п р о ч н о с т и  
б у д е т  о т о б р а ж а т ь с я  в  с и с т е м е  к о о р д и н а т  ^1, а , ,  з 3 п л а в н о й  к р и в о л и ­
н е й н о й  п о в е р х н о с т ь ю .  С у щ е с т в у е т  д а ж е  м н е н и е  [ 3 ,  2 ] ,  ч т о  п р е д с т а в ­
л е н и е  н е к о т о р ы х  п р е д е л ь н ы х  п о в е р х н о с т е й  м н о г о г р а н н и к а м и  с в и д е ­
т е л ь с т в у е т  о  г р у б о й  п р и б л и ж е н н о с т и  с о о т в е т с т в у ю щ и х  т е о р и й .  К о  
в с е м у  с л е д у е т  д о б а в и т ь ,  ч т о  п о в е р х н о с т ь  п р о ч н о с т и  д о л ж н а  б ы т ь  
п о в е р х н о с т ь ю  п р о с т е й ш е й  ф о р м ы  и ,  с о о т в е т с т в е н н о ,  у р а в н е н и е  п р о ч ­
н о с т и  н е  д о л ж н о  б ы т ь  г р о м о з д к и м  у р а в н е н и е м  в ы с о к о й  с т е п е н и ,  и н а ч е  
п р а к т и ч е с к о е  п р и м е н е н и е  т е о р и и  б у д е т  з а т р у д н и т е л ь н ы м .
С р а в н е н и е  р а з л и ч н ы х  н а п р я ж е н н ы х  с о с т о я н и й  п л а с т и ч н ы х  м а т е р и ­
а л о в  н а  о с н о в е  и с п о л ь з о в а н и я  в  к а ч е с т в е  о б щ е й  м е р ы  д е ф о р м а ц и и  е с р ,
п о к а з ы в а е т  х о р о ш е е  с о о т в е т с т в и е  э т о г о  к р и т е р и я  с  э к с п е р и м е н т а л ь ­
н ы м и  д а н н ы м и  п о  п р о в е р к е  у с л о в и й  п л а с т и ч н о с т и  [7 ,  8 ] .  П р е д с т а в л я ­
е т с я  ц е л е с о о б р а з н ы м  п р о а н а л и з и р о в а т ь  в о з м о ж н о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  
э т о г о  к р и т е р и я  и  н а  м а т е р и а л ы ,  н е о д и н а к о в о  р а б о т а ю щ и е  н а  р а с т я ж е н и е  
и  с ж а т и е ,  к  к о т о р ы м  о т н о с я т с я  м а т е р и а л ы  с  п р е о б л а д а ю щ и м и  
с в о й с т в а м и  х р у п к о с т и .
П р о с т е й ш и е  и с п ы т а н и я  н а  р а с т я ж е н и е  и  с ж а т и е  х р у п к и х  м а т е р и а л о в ,  
п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  д л я  н и х ,  с  и з в е с т н о й  с т е п е н ь ю  п р и б л и ж е н и я ,  в о з ­
м о ж н о  п р и н я т и е  л и н е й н о й  с в я з и  м е ж д у  н а п р я ж е н и е м  и  д е ф о р м а ц и е й  
д о  с о с т о я н и й ,  б л и з к и х  к  р а з р у ш е н и ю .  П р и  э т о м  м о ж н о ,  с ч и т а т ь  т а к  
ж е ,  ч т о  х а р а к т е р и с т и к и  у п р у г о с т и  я в л я ю т с я  в е л и ч и н а м и , ,  н е  з а в и с я ­
щ и м и  о т  в и д а  н а п р я ж е н н о г о  с о с т о я н и я .  Д л я  х р у п к о г о ,  м а т е р и а л а . ,  
р а з р у ш а ю щ е г о с я  п р и  н а п р я ж е н и я х  ор  и  ос. ( п р и  р а с т я ж е н и и  и . с ж а т и и ) * ,  
з н а ч е н и я  с р е д н и х  д е ф о р м а ц и й  ( п о  ф о р м е  ( 1 ) )  о п р е д е л я ю т с я : '
г д е  ^ — у п р у г а я  к о н с т а н т а  м а т е р и а л а — к о э ф ф и ц и е н т  п о п е р е ч н о й  д е ф о р ­
м а ц и и ;
е р  и  ^ — о т н о с и т е л ь н ы е  п р о д о л ь н ы е  д е ф о р м а ц и и  в  м о м е н т  р а з р у ш е ­
н и я  п р и  р а с т я ж е н и и  и  с ж а т и и .
Т а к  к а к  oc f t > a p , т о  и  e c™a m J >  е?с“ст .
С л е д о в а т е л ь н о ,  в е л и ч и н а  с р е д н е й  д е ф о р м а ц и и  д л я  х р у п к о г о  м а т е р и а л а  
в  э к в и в а л е н т н ы х  с о с т о я н и я х  ( п р и  р а з р у ш е н и и )  н е  я в л я е т с я  п о с т о я н н о й *  
а  к а к  с л е д у е т  у ж е  и з  э т и х  д в у х  о п ы т о в  в о з р а с т а е т  п р и  п е р е х о д е  о т .
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Iрастяжения к сжатию. Закономерность этого  возрастания для каж дого  
материала м ож ет быть найдена лишь в том случае, если привлекаются 
данны е дополнительных испытаний при други х  напряженных состо­
яниях. Однако удобство  применения теории прочности определяется  
минимумом данных, взятых из простейш их опытов, хотя бы это было 
отчасти и в ущ ер б  точности теории. П оэтому ориентируясь лишь на 
исходны е испытания растяжения и сжатия, т. е. располагая лишь 
двумя опытными точками для предельного значения ек в первом  
приближении мож но принять линейный закон изменения. В качестве 
переменного параметра этой линейной зависимости м ож ет быть приня­
то значение относительной объем ной деформации Ѳ =  е{ - J e 2 +  £3> 
характеризую щ ей, пожалуй, основное различие в деформированных  
состояниях материала при растяжении и сжатии. Принятие зависи­
мости бол ее  слож ного вида практически нецелесообразно, так как 
для определения формы кривой потр ебуется  больш ее число предва­
рительных опытов (форма кривой 2-го  порядка, например, о п р е д е ­
ляется у ж е  пятью опытными точками).
И сход н ое  выражение для предельного значения средней д е ф о р ­
мации представляем в виде
е*р =  А ' Ѳ  +  В ,  (з)
где А  и В  — экспериментальные постоянные материала. Допустимость  
исходной формы при отсутствии в последую щ их выводах дополнитель­
ных допущ ений может быть обоснована сравнением конечных р е ­
зультатов теории с экспериментальными данными. Заметим также, что 
в большинстве теорий прочности хрупких материалов предполагается  
аналогичного рода линейная зависимость критерия предельного с о ­
стояния от среднего  нормального напряжения
(4)
Значения постоянных А  и В  определяются на основе испытания ма­
териала на растяжение и сжатие, для которых уравнение (3) дает:
ер +  A ± * y N  =  A - ( \ - 2 v ) e p +  B,
| /  J - L L L — =  — і4 . (1— 2 JJ.) ес +  В.
Реш ая совместно эту систему уравнений, находим:
А — ^ep * V l  4 “ D  ß  — ^ еѵ - ес У /  1 +  2 р2
V  PjYe с) I 2g.) . Y  3 eP + eC W ^
Условие прочности для лю бого напряж енного состояния в исходной  
ф ор м е будет  иметь вид:
е ср е с р . (6)
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В развернутом виде получим:
-, f  е \ + е \ + е \  <  _Ѵ р - е с ) Ѵ  1 + 2 +  ( +  +  } +  
V  3  ( е р  +  е с ) ( 1  2 ц ) ^ з ”  -
4 - 1 / 1 V 1 / 1 -H 2fr
eP +  eC У 3
Подставляя значения главных деформаций и предельных деформаций  
растяжения и сжатия, выраженных через напряжения:
1 Z I 1 Z ч*і =  -д- Gi — f  а2 — f  °з); е2 -- —  — ѵ-ъ — R +  ;
£  E
1 Z ч- - ( O 3- F aI — f a );
t
Gp G^
p E E
переходим  к форме условия прочности в напряжениях  
1' Г
У
( 1 + 2  Ii2) ( о J  +  Or1 +  о . Ц  —  ( 4  F  2 р 3 )  C3 1 O2 +  о 2 G3 - I -  з 3 3 j )  %
<  _L  _ (> _  д% 1 + 2 /  (0і +  3, Зз) +
р +  wCа„ +  о
_j_ +  y s ç / l  +  2 F2 
E aP +  ас
Д елая дальнейш ие преобразования и сокращая, приходим к выражению
| / ^  Y + ° 2  + а3 ------ 1 *^ j_ 2 jJ“ ~ (aI а2 +  А А +  А А) +
+  - Y - - +  /  +  , ,  +  а 3 )  <  A f r  +  . ( 7 )
aP ~Г aC 0P +  А
П ер еходя  к допускаемым напряжениям | +  и I+ , можем представить  
окончательно условие прочности в бол ее  удобной для практических  
расчетов форме
В отличие от теории Миролюбова И. Н. [4] данное условие п р ед ­
полагает влияние на прочность упругих характеристик материала, что 
,не исключено благодаря тому, что упругое  поведение хрупких мате­
риалов наблюдается почти до  разрушения.
Д ля различных материалов ^ =  0+-0,5, + . =  2 =  3.
Сопротивление разруш ению при сдвиге для хрупких материалов 
согласно условию (8) определяется зависимостью
т ------------- 2Lp -------------- (1,41 -г-1,15)
( i  - j - v) Y  +  i +  v
Установим вид предельной поверхности, соответствующ ей уело  
вию (8). С этой целью приведем уравнение
1 V — _------------------------- ■■ . 3(1 — ѵ)
— ^  К 9 з 2 - М ^ і  О ,  +  O2 G3 - + - O 3 G 1 )  - 3O =  0P
к системе ортогональных координат х ,  у , z, в которой ось х  равно 
наклонена к осям G1, о2і G3. Пользуясь при переходе  очевидными CO' 
отношениями
•ѵ Z' Y L Z" = L L v , X 2 +  f  +  z 2 = , ï + a l + Y
G1 O2 -j- ?.> S3 U G3 G1 =  —  [(G1 -I- G2 -[-G3) 2 — (o\ -)- G2 +  G2)] =
+ ( 2  X2 - V - - Z 2),
имеем
1 +  ѵ | /  3 ^ - ^ . х Ч  L - 6 2 +  z2> +  -j U f U Y =  V
О свобож даясь  от радикала и делая приведение подобных, получаем  
уравнение предельной поверхности в форме:
A x z +  Cy2 Cz* +  2 D x  +  F = O1 (9)
где
А - \ 3 -  1I I ; C =  А —
L (1 +  <)! J 2 ■
D  -. 2 | /  3 о/? ( 1 — ѵ) ; р  4 Qfi___
( l - h v) 2 (I + % ) 2
■Сечение предельной поверхности плоскостями х  = C o n s t  дает о к р у ж ­
ности у 2 + Z 2 =  Czx.
Следовательно, предельные поверхности, определяемые ур а в н е­
нием (9), есть поверхности вращения относительно оси х .
Выясним возможные формы поверхности в зависимости от соотно­
ш ения характеристик материала. Д ля поверхности вращения форма
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поверхности м ож ет быть установлена по уравнению образую щ ей. У рав­
нение образую щ ей находим сечением предельной поверхности плос­
костью Z = O .  Подставляя в уравнение (9) z  =  0 видим, что уравнение  
образую щ ей есть уравнение кривой 2-го  порядка
A x 2 +  Cy2 +  2  D x  +  F =  0. 
Инварианты этой кривой соответственно определяются:
(10):
J 1 — ( A y - C )  — 12
J, — AC
A O D
(I +  Ѵ)2 
' 12 v
U T O 2
2
Z3 =  O C O
I d  o f
=  C (AF  - D 2) =
—  k.
9а 2 k 
P  • ■ (3
(1+Ѵ )2 ю
Так как ѵ < 1 ;  kv = 2 = -3  (jj. =  0 0,5), то условия:
CFHyO при J2 = J-а 0; Ji =O  при . / > > 0 ;
J x J3 >  0 при J2 >  О J2 У  0 — несовместны.
Следовательно, точкам кривой (10) соответствуют только действитель­
ные значения и в геометрическом представлении условия (8) мнимые 
поверхности не имеют места.
П редельные поверхности с линейной образую щ ей определяются у с л о ­
вием Ja = 20O2 ■ Т О  О U \ h 2 O - T O 2 О■-(3 —  «,О, откуда R v.= - — и ■ — 3, т. е. имеют
(1 +  '0
место для материалов с jj. =  0,5
При этом если J2 3(1
О Т О 2 J
Губера — М изеса —  Генки, если J2^
1 + 2 +
=  0, (ѵ — 1 ), получим цилиндр
< 0
г 3(1 - V )
(1 V)*
( ѵ < 1 ) — конус Миролюбова.
Для материалов с g Ф 0 ,5  образующ ая криволинейна (У3 +  0).
В зависимости от соотношения характеристик материала \х и ѵ 
возможными формами предельной поверхности бу д у т  поверхности  
эллипсоида, параболоида, гиперболоида. Вид поверхности определя­
ется условиями:
при
при
при
12 v
(1 4 -  ѵ)2 ^  1 +  2,1*
12 v _  2(1  ч-Ю 2
(I +  -+ 1 +  2 р2
12 v ^  2(1  +  Л 2
(1 +  V)« 1 + 2  +
эллипсоид,
параболоид,
гиперболоид.
4 2
Возможность отображения условия прочности подобного вида п оверх­
ностями в зависимости от свойств материала отмечалась Ягн Ю. И.
[2] и W. Burzynski [10].
Условие (8) мож ет быть отнесено не только к хрупкому разруш е­
нию. В условиях простого нагружения оно м ож ет  быть использовано и для  
определения эквивалентных состояний при наличии пластических д е ­
формаций при введении в него характеристик упруго-пластических  
свойств материала [8]. И зменение характеристик материала в процессе
упруго-пластической деф орм а­
ции будет  приводить и к изме­
нению формы предельной по­
верхности.
Пределы применимости 
условия [8] определяются ин­
тервалом
f) — __yjCJtC---
(Î — 2 f )
( I  — 2 f )  (77I -\-з2 y  w3)
Фиг. 1. Примерная форма зависимости 
ек =  Ф(Ѳ) (по опытным фактам)
с р
E
(1 — 2 f )
<
I*
% 7 Г 7 ‘
гипс
©  теория средней деформации  
©  теория Мора
®  теория нормалЬнЬіх напряакений 
©  теория деформаций ( HauFt)  9
Фиг. 2
Распространение линейной зависимости предельного значения средней  
деформации за эти пределы м ож ет привести к значительным р а сх о ж ­
дениям с опытными данными (фиг. 1).
43:
Сравнение условия (8) с известными в технической литературе  
экспериментальными данными для хрупких материалов [1, 5, 6] при­
ведено на фиг. 2. Здесь  ж е  показаны результаты, соответствую щ ие  
некоторым, наиболее известным и употребительным теориям. П ол а­
гаясь на приведенные экспериментальные данные мож но рекомендо­
вать условие (8) для расчетов на прочность хрупких материалов 
при смешанных (растянуто-сжатых) напряженных состояниях. Для  
д в ухосн ы х  растяжений и двухосны х сжатий прочность хрупких ма­
териалов по опытам [5, 6] м ож ет определяться соответственно теорией  
наибольших нормальных и теорией касательных напряжений.
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